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A tese em questão, como o título sugere – Problemas de teoria dos números – 
propõe-se a estudar problemas relativos a uma das áreas mais antigas e mais ricas da 
matemática, considerada uma forte influência na evolução de grandes matemáticos. 
 Este trabalho conjuga dois temas deveras importantes para o desenvolvimento da 
criatividade e do conhecimento matemático: resolução de problemas e teoria dos números. 
A resolução de problemas é a força motora da progressão da Matemática enquanto ciência e 
a teoria dos números é uma fonte particularmente fértil de problemas interessantes e que 
são acessíveis a vários níveis.  
 Deste modo, pretende-se com este trabalho reunir alguns dos problemas de teoria 
dos números e, criar uma colecção que estimule o interesse dos alunos em Matemática e os 
incentive a participar em competições matemáticas. 
 Não é um objectivo desta tese ocupar-se de problemas impenetráveis, mas sim 
construir um manual de auxílio para um pequeno curso de resolução de problemas em 
teoria dos números, apresentando problemas mais simples, que qualquer aluno (pré-
universitário) consiga resolver, e problemas de diferentes graus de dificuldade. A sequência 
de problemas está estruturada numa perspectiva evolutiva, começando por um capítulo 
dedicado a problemas que não envolvem técnicas especiais, seguido de um capítulo onde 
são apresentados teoremas úteis, e algumas demonstrações, para a resolução de problemas 
mais avançados, que são integrados no capítulo seguinte. 
É ainda intenção desta tese explorar alguns dos mais importantes temas de teoria 
elementar dos números, focando especialmente em ideias cruciais para a resolução de 
problemas. 
Ao longo deste trabalho expõem-se, comentam-se e resolvem-se problemas, 
escolhidos a pensar em alunos que desfrutam da Matemática e que simultaneamente tenham 
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God created the integers, all else is the work of man. 
 


























A motivação para o tema desta tese – Problemas de Teoria dos Números – surgiu no 
decorrer do Mestrado de Matemática para Professores. A cadeira de Teoria e História dos 
Números fomentou o meu interesse pela teoria dos números, tendo sido inevitável escolher 
um assunto a desenvolver que incluísse esta temática. Por outro lado, a resolução de 
problemas sempre fez parte da minha visão da Matemática. O meu prematuro interesse pela 
Matemática e pelo ensino teve início com os jogos, problemas e puzles de que fui tendo 
conhecimento. Por isso, fez sentido para mim, que este mestrado, terminasse com uma 
abordagem a estes conteúdos. 
Para a escolha deste tema, também foi importante o meu percurso profissional, que passou 
pelo ensino em diferentes escolas, consequentemente com alunos de diferentes capacidades, 
aptidões e interesses, e pelo trabalho numa editora de manuais escolares que visa, entre 
outros objetivos, ajudar os professores a estimular os seus alunos para a disciplina, 
apresentando aspectos atrativos da Matemática. Neste sentido, tenho sempre em mente o 
empenho, o progresso dos alunos em Matemática mas ao mesmo tempo o prazer que advém 
do conhecimento matemático.  
O raciocínio e a lógica são, provavelmente, das capacidades mais importantes que podemos 
desenvolver com a Matemática, principalmente com a resolução de problemas. 
 
Vejo esta tese de mestrado como uma oportunidade para pesquisar assuntos que sempre tive 
vontade de estudar mas que infelizmente pouco foram tratados ao longo da licenciatura e 
cujo escasso tempo das nossas vidas nos permite aprofundar. 
 
O meu principal objectivo é criar um recurso útil para todos os professores ou alunos que 
vejam na Matemática um desafio, por vezes lúdico, mas com certeza sempre motivador e 
estimulante. Pretende-se ainda que este trabalho sirva como uma ferramenta para um 
pequeno curso em teoria dos números, ampliando a visão que os alunos têm da Matemática 
e, talvez, melhor prepará-los para uma possível participação em competições matemáticas, 
como é o exemplo das Olimpíadas Portuguesas de Matemática. 
Pretendo ainda proporcionar o enriquecimento em algumas áreas da teoria dos números 
através da reorganização e otimização de estratégias dos alunos na resolução de problemas, 
bem como incentivar os alunos para a continuação dos estudos em Matemática. 
 
A resolução de exercícios, apesar de necessária, principalmente no ensino básico, tem um 
poder limitado. Um exercício, muitas vezes, é uma pergunta que se limita a testar os 
conhecimentos recentemente assimilados. Os exercícios podem ser fáceis ou difíceis, mas 
nunca são enigmáticos (puzzling), sendo facilmente percetível o procedimento a aplicar. 
Um problema é o oposto, é uma pergunta cuja resposta não pode ser obtida imediatamente, 
pode até ser não ter solução e muitas vezes requere alguma pesquisa antes de se chegar à 
solução. A investigação em Matemática resume-se á resolução de problemas em aberto e, 
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consequentemente, pode dizer-se que os problemas e a resolução de problemas estão no 
centro da Matemática. 
Alguém que é capaz de resolver problemas em Matemática desenvolve confiança e poderá 
inspirar outros a seguir o seu exemplo. E acima de tudo, resolver problemas é um 
divertimento, permitindo compreender e apreciar a beleza da Matemática. 
 
A minha fascinação pela resolução de problemas prende-se com a capacidade que um 
problema tem em captar a minha atenção e incentivar-me a desenvolver um trabalho que, 




É de referir, que a inscrição neste mestrado foi puramente opcional e uma escolha pessoal, 
devido à necessidade que sentia em completar a minha formação inicial. Uma possibilidade 
para obter conhecimentos e instrumentos que me permitissem aperfeiçoar o meu trabalho. E 
se o meu maior objetivo com a frequência deste mestrado é adquirir mais conhecimentos, 




Fazer uma contextualização histórica da teoria dos números pode tornar-se um trabalho 
ingrato, no sentido em que esta área matemática é tão antiga e tão vasta, sendo quase 
impossível fazer uma abordagem concisa e resumida sem deixar de mencionar algumas 
situações importantes. 
Deste modo, farei uma breve incursão na história da matemática de modo a apresentar 
alguns exemplos que permitam perceber a origem e evolução da teoria dos números, com o 
objetivo de melhor compreender este tema, apesar de não ter a intenção de fazer um 
desenvolvimento histórico exaustivo deste assunto.  
 
 
1.1. Breve incursão na História da Matemática 
 
A teoria dos números, ao longo do tempo, tem fascinado tanto amadores como 
profissionais, talvez mais do que qualquer outro ramo da Matemática.  
A necessidade de contar, presente nas civilizações mais antigas, impulsionou o surgimento 
dos números naturais e está na origem da teoria dos números. 
Assim, o objeto de estudo desta área matemática acompanha a humanidade desde sempre, e 
ao longo da história das civilizações foi sendo feito o estudo das propriedades e relações 
entre os números inteiros, mesmo que ainda não de um modo formal.  
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Povos como os egípcios ou os babilónios criaram formas de representação dos números 
naturais e modos de os operar. Até aos nossos dias chegaram-nos registos de relações 
descobertas por estes povos, como é o caso da tábua Plimpton, escrita pelos babilónios por 
volta de 1900 a 1600 a. C., onde estão registados os ternos designados atualmente por 
ternos pitagóricos, por satisfazerem o conhecido teorema de Pitágoras; ou o caso do papiro 
de Rhind, um documento egípcio escrito cerca de 1650 a. C, com informações sobre 
aritmética, fracções, cálculo de áreas, volumes, entre muitos outros temas. 
Para os gregos a palavra «número» referia-se apenas aos números inteiros. Os pitagóricos 
estudaram as propriedades dos números, e a eles é atribuído, por exemplo, o conceito de 
número perfeito: um número cuja soma dos seus divisores próprios é igual ao próprio 
número. 
Três dos livros da obra Elementos, de Euclides, contêm um total de     proposições que 
trabalham essencialmente com a natureza e as propriedades dos números naturais. Nestes 
livros encontram-se, por exemplo: a definição de número primo e uma demonstração, ainda 
hoje utilizada, da infinidade dos números primos; o algoritmo para calcular o máximo 
divisor comum de dois números, hoje conhecido por algoritmo de Euclides e o estudo de 
números perfeitos. 
Diofanto (século III) foi outro matemático grego importante que influenciou outros grandes 
matemáticos na exploração e desenvolvimento da teoria dos números. Fermat (1601-1665) 
foi um dos matemáticos a interessar-se pela obra de Diofanto, tendo escrito numa das 
margens do livro de autoria de Diofanto, Aritmética, que tinha conseguido provar que não 
há soluções inteiras da equação          quando    . Esta demonstração não 
chegou a ser conhecida, pois Fermat afirmou não ter espaço para a incluir na referida 
margem. Este resultado ficou conhecido como o Último Teorema de Fermat e apenas fo i 
demonstrado em 1994 pelo matemático Andrew Wiles. Mais uma vez, Fermat tinha razão, 
pois a demonstração tem cerca de 125 páginas… 
Euler, Lagrange, Gauss são outros exemplos de nomes sonantes da matemática que 
desenvolveram o seu trabalho na área da teoria dos números. 
Actualmente, a teoria dos números é uma área da matemática com vários resultados 
importantes, tendo grande impacto no desenvolvimento de outras áreas matemáticas. 
 
Mathematics is the Queen of the sciences, and the theory of 




É de referir que ao longo do trabalho o conjunto dos números inteiros (positivos e 
negativos, incluindo o zero) será denotado por   e o conjunto dos números naturais (apenas 
inteiros positivos) por  . Se nada for dito em contrário assumimos que qualquer letra do 
alfabeto, de   a  , representa um número inteiro, reservando as letras   e   para representar 







2. Problemas que não envolvam técnicas especiais 
 
Neste capítulo pretende-se abordar problemas cuja resolução não exija nenhuma técnica 
avançada. Praticamente todos os temas trabalhados neste capítulo são estudados, 
provavelmente não de forma tão aprofundada, no Ensino Básico ou Secundário, permitindo 





Sejam  ,   inteiros, dizemos que   é divisível por  , ou   divide    se existe um inteiro   tal 
que     , isto é, 
 
 
 é inteiro. Denota-se por    . Neste caso, também se diz que   é 
múltiplo de   e que   é divisor de  . 
Se   é não é divisível por   então escrevemos     (ou seja, não existe   nas condições 
referidas). 
 
Temos ainda que:     para qualquer inteiro  , pois      ; e     para todo     pois 
       , qualquer que seja    
 
A partir da definição de divisibilidade é possível obter algumas propriedades simples. 
 
1.            
2.           
3.      e        então        
4.      e        então      
5.      e        então       
6.      e        então          
7.      e        então            para     inteiros 
8.          e        então      
9.      então         e ainda          
10.      e        então  
 
 
   
11.      ⟺       para qualquer que seja     
 
Seja    , dizemos que   é par se     e que   é ímpar se    . 
Assim, o conjunto dos números inteiros pode ser dividido em dois subconjuntos, o conjunto 
dos números pares e o conjunto dos números ímpares: 






1. Todo o número par é da forma   ,     
2. Todo o número ímpar é da forma     ,     
 
Problema 2.1. Vinte alunos estão num corredor com cacifos numerados de 1 a 20. O 
primeiro aluno abre todos os cacifos; o segundo fecha os cacifos com números pares; o 
terceiro muda o estado das portas dos cacifos numerados com múltiplos de 3, ou seja, se a 
porta está fechada ele abre, se está fechada ele abre; e assim sucessivamente até ao 
vigésimo aluno. No final quantos cacifos ficam abertos? 
Resolução: 
Vamos resolver este problema de duas formas diferentes. A primeira resolução será feita 
recorrendo a um esquema e é acessível a qualquer aluno com algumas bases de 
matemática, enquanto a segunda resolução irá utilizar uma das propriedades anteriores. 
Contudo, é óbvio que a primeira resolução é limitada, pois se o número de cacifos for 
maior, o esquema deixa de ser viável. 
  
1.ª resolução: 
Se o  -ésimo aluno, apenas, altera o estado dos cacifos numerados com múltiplos de  , 
então abre ou fecha as portas dos cacifos com números   tais que    . Assim, é fácil 
verificar que o estado de cada cacifo será alterado tantas vezes quanto o número de 
divisores do respectivo número.  
Como inicialmente os cacifos estão fechados, sabemos que ficam abertos os cacifos cujo 
estado da porta for alterado um número ímpar de vezes, isto é, os cacifos cujo número de 
divisores for ímpar.  









1 1, 2 1, 3 1, 2, 4 
 
1, 5 1, 2, 
3, 6 
1, 7 1, 2, 
4, 8 








1, 11 1, 2, 
3, 4, 
6, 12 







1, 17 1, 2, 
3, 6, 
9, 18 




Pela tabela, observamos que o estado dos cacifos numerados com 1, 4, 9 e 16 é alterado 







Pela propriedade 10, verificamos que qualquer inteiro     tem um número par de 
divisores positivos, excepto se   for um quadrado perfeito, isto é, se existir um inteiro   
tal que        
Isto acontece porque para cada divisor    de   
 
 




divisores de   surgem aos pares. No caso de    
 
 
 então      e, portanto,   é um 
quadrado perfeito.  
Como foi visto na primeira resolução, estamos à procura dos cacifos cujo número de 
divisores seja ímpar, ou seja, os cacifos numerados com quadrados perfeitos:       
           e      . 
 
Contundo, para quaisquer dois inteiros   e  , nem sempre   é divisível por  . Vamos, 
assim, introduzir um resultado que tem um papel importante na teoria dos números: o 
algoritmo da divisão. 
 
 
Algoritmo da Divisão 
 
Sejam   e   inteiros, com     então existe um único par       de números inteiros tal 
que, 
        e         
Dizemos que   é o quociente e   o resto da divisão de   por  . 
 
 
Problema 2.2. Prova que o número       é divisível por 3, para qualquer natural  . 
Resolução: 
Nesta resolução partimos do princípio de que os restos da divisão de   por 3 só podem 
ser iguais a 0, 1 ou 2. 
Para facilitar os cálculos, consideremos        com        .  
 
                      
                                       
                                          
 






 Se    , 
                                     




Logo,       é divisível por 3. 
 Se    , 
                                     




Logo,       é divisível por 3. 
 
 Se    , 
                                     
                                                                       
  
  
   





Seja    , diz-se que   é primo se for divisível apenas por   e por  , com      Isto é, o 
inteiro     é primo se não existir nenhum inteiro   com     e     tal que      
 
Os primeiros números primos são 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, sendo 2 o único primo 
par. 
 
Um número inteiro     que não seja primo é designado de composto. Eratóstenes 
observou que todo número composto é divisível por qualquer primo menor ou igual à sua 
raiz quadrada, ou seja, existe   primo tal que     e      .  
Por exemplo, será 53 primo ou composto? Como         , sabemos que 53 é primo se 
não for divisível por 2, 3, 5 e 7. De facto, nenhum destes números primos divide 53, logo 53 
também é primo. 
 
Observações.  
1. O número 1 não é nem primo nem composto. 
2. Existe uma infinidade de números primos.  
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dem: Suponhamos que existe um número finito   de primos,           com           . 
Consideremos o número              . Se   for primo, temos que existem pelo menos     
primos, pois     , o que contradiz a hipótese. Então   é composto, e por isso existe   primo, de entre 
os primos             tal que       Seja     , com        então    divide            . É óbvio 
que    divide          e, pela propriedade 8 da divisibilidade, temos que     , chegando assim a outra 
contradição pois   é primo e logo maior do que 1                                                                                        ∎ 
 
 
Problema 2.3. Sejam   e   dois inteiros primos. Sabendo que a equação           
tem duas raízes inteiras distintas, descobre    e    
Resolução: 
Sejam    e    as duas raízes da equação dada. Sendo as raízes distintas suponhamos que 
     . 
Então, podemos escrever 
                      
         
 




Apesar de não constar do programa de Matemática, ao estudar a fórmula resolvente no 
Ensino Básico, este resultado referente à soma e ao produto das raízes de uma equação 
do 2.º grau é, geralmente, abordado.  
 
Assim, temos que          e         . 
 
Como   é primo e        então        e      . Logo,       e, portanto,    e  
  são primos consecutivos. Os menores primos nestas condições são   e  , ou seja, 
    e      
Nota: não há mais primos consecutivos, pois dados quaisquer dois números consecutivos, um deles é par e 
  é o único primo par. 
 
Ainda,   primo dizemos que    divide completamente   se   for o maior natural tal que 
    , e escreve-se     . Por exemplo,       e      .  
 
 
Teorema Fundamental da Aritmética  
 
É trivial perceber que um número composto pode ser escrito como o produto de dois 
números naturais diferentes de   e de ele próprio. Por exemplo,    é composto porque pode 
ser representado por          Mas, neste produto, surge o    que também é composto 
pois        e por isso         . Se observamos este último produto, ainda 
podemos escrever o 6 como produto de 2 por 3. Assim, temos           , 




Aplicando este raciocínio, percebe-se facilmente, que podemos decompor num produto de 
factores cada vez menores qualquer número natural maior do que  .  
Voltando ao exemplo, e se tivéssemos escrito primeiro        , obteríamos a mesma 
decomposição em factores? A resposta, é sim. Apenas teríamos os factores escritos por uma 
ordem diferente, por exemplo                 , e por isso verificamos que 
a decomposição em factores primos é a mesma em ambos os casos. 
 
Este é um exemplo simples e muito próximo do que os alunos aprendem no Ensino Básico 
que conduz a um teorema muito importante na Teoria dos Números. 
 
Teorema Fundamental da Aritmética (TFA) diz que todo o número natural maior do que 
1 se factoriza como produto de primos e os primos que aparecem na factorização são bem 
determinados, isto é, tem uma única representação como produto de números primos. 
 
Demonstremos então o teorema. 
A demonstração apresentada da existência consiste num método que se designa por indução 
forte em que o objectivo é provar que a proposição    ) é verdadeira para todo  , 
utilizando a indução em    Assim, primeiro é necessário mostrar que      é verdadeira e, 
de seguida, supondo que as proposições     , …,        são verdadeiras, provar que a 




O resultado é verdadeiro para    , pois   é um número primo e por isso     é a sua 
factorização. 
Suponhamos que o resultado é verdadeiro para todos os naturais menores que   e vamos 
mostrar que também é verdadeiro para  . Se   for um número primo então existe    primo 
tal que a decomposição em factores primos de   seja       Se   for composto podemos 
escrever     , com   e   diferentes de   e de    Como      , por hipótese de indução 
  e   admitem decomposição em factores primos. O produto das decomposição em factores 
primos de   e   dá-nos a decomposição em factores primos de                                           ∎ 
 
Provavelmente, muitos consideram trivial a existência da decomposição em factores 
primos, principalmente depois de observar um caso concreto como o que foi apresentado. 
Mas, talvez, o mesmo não aconteça com a unicidade. Na verdade, a unicidade não é tão 
simples quanto parece ser. Vejamos um exemplo de como a unicidade não pode ser dada 
como “garantida”. 
 
Consideremos o seguinte problema: 
Sejam       tal que      . Será que podemos afirmar que     e    ? 
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Pela igualdade, verificamos que    é múltiplo de   e como   e   são números primos 
distintos então   tem de ser múltiplo de  , ou seja,   tem de conter o   na sua 
decomposição em factores primos. Este raciocínio só é possível devido ao Teorema 
Fundamental da Aritmética, pois caso a decomposição em factores primos não fosse única 
seria possível um número ser decomposto em factores de uma determinada forma e ter um 
  como um factor primo mas sem nenhum  , e quando decomposto em factores de outra 
forma não ter nenhum factor igual a   mas ter um factor 3. 
Por exemplo, consideremos o conjunto dos números naturais pares             . 
Definimos primo neste conjunto como um número que não admite decomposição em 
factores primos dentro do conjunto. Nestas condições, por exemplo,  é um número primo 
mas   não é. De facto, nas duas possíveis decomposições em factores de          e 
     , há elementos ímpares, isto é, que não pertencem a     O número   não é primo 
porque podemos escrever   como um produto de dois números pares,        
Deste modo, existem sistemas que admitem a decomposição em factores em primos mas 
onde não se verifica a unicidade. Por exemplo, como os números        e    são primos 
em   , o número    tem duas decomposições em factores primos diferentes:  
             
Assim, não se verifica a unicidade em   . Logo, se         tal que       , não 
podemos concluir que      e    , apesar de   e    serem primos, pois em    temos que 
      nem     . 
 
Portanto, a questão relativa à unicidade é mais complexa do que parece e por isso iremos 
demonstrá-la mais à frente depois de serem estudados alguns resultados que simplificam a 
compreensão da prova. 
 
Deste teorema (TFA) podemos ainda verificar que qualquer natural     se escreve de 
forma única como, 
    
      
        com         primos distintos  e            
 
A esta representação chamamos factorização de  . Note-se que a factorização do produto 




O resultado seguinte será utilizado na resolução dos exemplos apresentados. A sua 








Sejam   e   inteiros e   primo. Se      então     ou    .  
dem:  
Se   divide    então   é um dos factores da factorização de   . Como a factorização de    
é igual ao produto das factorizações de   e  , e estas são únicas, então   tem de fazer parte 
de pelo menos uma das factorizações   e  . 
Por indução se verifica que se          então      para algum  . 
 
 
Problema 2.4.  
4.1. O produto      é divisível por 8? E por 9? 
4.2. Verdadeiro ou falso? Qualquer número natural que seja divisível por   e por   é 
divisível por         
Resolução: 
4.1. Para      ser divisível por   é necessário que na factorização de      apareçam 
pelo menos três factores iguais a 2, pois     . Logo,      é divisível por   porque na 
sua factorização existem nove factores 2. 
Na factorização de      existe apenas um factor 3, mas     . Logo,      não é 
divisível por  . 
 
4.2. Seja   natural tal que     e    . Como      e       então na factorização de 
  existem, pelo menos, dois factores iguais a 2 e um factor 3. No entanto,        , 
logo para   ser divisível por    a sua factorização tem de ter pelo menos três factores 3.  
Facilmente encontramos um contra-exemplo. Se considerarmos           então 
  é divisível por   e por   mas não é divisível por   . 
 
 
Máximo Divisor Comum e Mínimo Múltiplo Comum 
 
A noção de máximo divisor comum, tal como a de mínimo múltiplo comum, é trabalhada 
desde cedo, no 1.º ciclo, apesar da introdução formal destes conceitos só ser feita no 2.º 
ciclo.  
 
Sejam   e   dois inteiros. Dizemos que     é o máximo divisor comum de   e   se: 
i.     e     
ii.     e     então    , para todo  . 
Escreve-se             
 
Observações. É imediato que: 
1.                    
2.              
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3.    (0, 0) não existe 
4.                
5. Se    , então               
6. Se   primo então           ou           
7. Todos os divisores comuns de   e   dividem          
 
Sejam   e   dois inteiros. Dizemos que    é o mínimo múltiplo comum de   e   se: 
i.     e     
ii. Se   for outro múltiplo comum de   e  , então    . 
O mínimo múltiplo comum de   e b, é o menor inteiro positivo que é divisível por   e  .  
Escreve-se             
 
Observações. É imediato que: 
1.                    
2.              
3.    (0, 0) não existe 
4.          não existe 
5. Se    , então             
6.          divide todos os múltiplo comuns de   e    
 
É de referir que ambas as definições de mdc e mmc podem ser estendidas para mais do que 
dois números:  
                  é o maior natural de entre todos os divisores comuns a 
              
                  é o menor natural de entre todos os múltiplos comuns a 
              
 
 
Problema 2.5. Dados os números               e           , sem calcular 
os valores de A e B, determina         . 
Resolução: 
Seja   um divisor comum de A e B, então a factorização de   é dada pelo produto dos 
números primos que constam, simultaneamente, das factorizações de A e B, ou seja, 2 e 
3 (por exemplo, se na factorização de   existir algum factor que não faça parte da 
factorização de A então   não pode dividir A).  
Assim, podemos escrever          , com   ,       Como na factorização de A 
existem apenas três factores 2, então       , caso contrário    ; analogamente, 
porque existe apenas um factor 3, na factorização de B, então     , caso contrário 
   . 
Como procuramos o máximo divisor comum pretende-se obter o maior valor de  , logo, 





Problema 2.6. Dados os números            e          , sem calcular os 
valores de A e B, determina         . 
Resolução: 
A resolução deste problema é análoga ao problema 5. Neste caso, a factorização de  , o 
mínimo múltiplo comum, tem de incluir todos os factores que constam das factorizações 
de A e B, elevados ao maior expoente. É de notar que o mmc não necessita de incluir 
mais nenhum factor pois caso incluísse deixava de ser o menor múltiplo comum. Logo 
                          .   
Problema 2.7. Encontra o menor número natural que tem resto 1 quando dividido por 2, 
resto 2 quando dividido por 3, resto 3 quando dividido por 4, resto 4 quando dividido por 5 
e resto 5 quando dividido por 6. 
Resolução: 
Seja   o número que procuramos, então podemos representar de cinco formas diferentes: 
                                            
Observando as diferentes representações verifica-se que     é múltiplo de 2, 3, 4, 5 e 
6, e o menor valor é dado por                   . 
Temos que 2, 3 e 5 são números primos e       e       , logo  
                            . 
Portanto,       
 
Dos problemas 5 e 6, podemos generalizar e escrever o que se segue. 
 
Dados dois números        se     
      
    e      
      
   , com           
       então: 
           
              
           
tal como 
           
              
           
 
É também útil conhecer a seguinte relação entre o máximo divisor comum e o mínimo 
múltiplo comum de dois números naturais: 
                     
 
Esta relação não é facilmente generalizada para mais de dois naturais. Por exemplo, para o 
caso de três números a igualdade nem sempre é verificada: 







Algoritmo de Euclides 
 
A factorização de números permite-nos determinar o máximo divisor comum de dois 
números. Contudo para números muito grandes pode não ser exequível, pelo menos sem um 
computador. Para alguém que tenha dúvidas, tente calcular o máximo divisor comum de 
1381955 e 690713. 
O algoritmo de Euclides é um método para a determinação do máximo divisor comum de 
dois números naturais e destaca-se por ser simples e eficiente. Trata-se de um dos mais 
antigos algoritmos conhecidos, apresentado na obra Elementos do matemático Euclides 
(325 a. C.-265 a. C.) e, ainda hoje, é utilizado e ensinado nas escolas. Por requerer apenas a 
divisão inteira constitui um processo acessível e prático. 
 
O algoritmo de Euclides baseia-se no seguinte: pelo algoritmo da divisão podemos escrever 
      . Então                   
 
Isto é, 
     e            e      
dem: 
(   Suponhamos que       e     . 
              
 
Por hipótese     e    , logo pela propriedade 9 da divisibilidade      e pela propriedade 7 
      , ou seja,      
 
(⇐  Suponhamos que      e     . 
       
Com um raciocínio análogo ao anterior, temos que    . 
 
Assim,          e          são definidos como máximos do mesmo conjunto, logo são 
iguais.                                                                                                                                      ∎ 
 
O algoritmo de Euclides consiste na aplicação repetida do algoritmo da divisão: 
 
Sejam  ,    , pelo algoritmo da divisão 
       tais que                  
Se      então o processo termina. 
 
Se     , 
       tais que                    
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Se      então o processo termina. 
 
Se     , 
       tais que                     




Se     , 
           tais que                             
 
Esta cadeia de igualdades é finita porque                    . 
Logo, existe      tal que      porém       . 
 
Assim, aplicando sucessivamente a igualdade, anteriormente provada,          
         em que       , obtemos 
 
                                                  
 
 
Problema 2.8. Prova que, para todo o natural    a fracção 
     
     
 é irredutível. 
Resolução: 
Uma fracção é irredutível se não existe nenhum divisor comum ao numerador e 
denominador, isto é, se o máximo divisor comum entre os da fracção for igual a 1. 
Assim, basta determinar                 e verificar que é igual a 1. 
 






Isto é,                                              
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    6    
 
 
            6  
           2 
               1   
 
 
          1 
        1 





           
35     2 
     
 
 
           
  15     3 
     
 
 
           
5     2 
     
 
 
          
0     3 




Assim,                                                  
A partir das divisões efectuadas é possível escrever três igualdades que permitirão a escrita 
do              como uma combinação linear de     e    , isto é, será possível 
escrever   na forma           . 
O              resultou do algoritmo de Euclides como o último resto diferente de zero, 
logo podemos exprimir   como combinação linear de    e     Iniciamos o processo por 
esta igualdade, fazendo, de seguida, sucessivas substituições com as outras duas igualdades. 
 
                                           
                                                   
                                                   
                                                
                                                          
                                                        
                                                
                                                     
 
Portanto, podemos escrever            , com     e      . 
 
Identidade de Bézout diz que se           , então existem inteiros      tais que 
       . 
 
Seja                       . Os elementos se   são exactamente os múltiplos de 
          . Em particular, 
                  
 
dem: 
Pela Identidade de Bézout sabemos que             . Queremos provar que os 
restantes elementos de   são múltiplos de  . 
Se      então existe     tal que      .  
Como           temos que  
                  , logo     . 
Reciprocamente, seja           , queremos mostrar que     . 
Como     e     então          , isto é,    é múltiplo de                                               ∎ 
 
A equação         tem soluções inteiras se e só se          . 
 
Os inteiros  ,   dizem-se primos entre si ou coprimos se mdc          
 
            
 




Por exemplo, 8 e 3, 9 e 2, 5 e 7, são coprimos. Aliás, facilmente se percebe que quaisquer 
dois de números primos são coprimos, assim como quaisquer dois números consecutivos. 
Expomos de seguida algumas propriedades dos números coprimos. 
 
Os números   e   são coprimos se e só se        . 
dem: 
Se   e   forem coprimos então             Logo,        . 
Reciprocamente, se         então   é múltiplo de        . Logo,           . 
Se           , então 
 
 
  e 
 
 
 são coprimos. 
dem: 
Pela identidade de Bézout temos        . 















Lema de Euclides. Sejam   e   são coprimos e      então       
dem: 
Como   e   são coprimos então        . Multiplicando ambos os membros da 
equação por  , obtemos          .  
Mas       e por hipótese      logo      . Portanto,             , ou seja,    .           ∎ 
 
Sejam   e   coprimos. Se     e     então     . 
dem: 
Como     temos que      para um certo   inteiro. Mas     logo     .  
Como   e   são coprimos pelo Lema de Euclides temos que    , ou seja,      para um 
certo   inteiro. Assim, podemos escrever       e, portanto,     .                                   ∎ 
 
Vejamos o seguinte exemplo: 
Consideremos os números   e  . O máximo divisor comum destes dois números é   e por 
isso não são coprimos. Temos, por exemplo, que      e      mas      .  
         logo, facilmente se vê que,      e       dividem   . Mas ao 
multiplicarmos   por   estamos a aumentar a potência do factor primo   e por isso o 
produto destes dois números já não divide   . 
 
Com a apresentação do Lema de Euclides podemos finalmente concluir a demonstração do 






dem (continuação TFA):  
Unicidade 
Vamos assumir que existe pelo menos um número natural   que tem duas factorizações 
distintas. 
                  , com    e    ,      ,      , números primos. 
Suponhamos, sem perda de generalidade, que    . Pela igualdade apresentada sabemos 
que           , logo pelo Lema de Euclides      ,      . Consideremos, por 
exemplo, que       (a menos de uma renomeação dos  ’s. Mas,    é primo e por isso os 
seus únicos divisores são   e   . Como   , também, é primo temos que      e, portanto, 
     . 
Assim, simplificando a igualdade anterior podemos escrever 
            
Iterando o processo, iremos obter      ,      , …,      , a menos de uma 
reordenação dos  ’s. 
Simplificando de novo a igualdade, como    , obtemos 
          
Esta igualdade é impossível, logo    .                                                                               ∎ 
 
 
Número de Divisores 
 
Consideremos, dado    , o conjunto definido por pelos divisores de  . O número de 
elementos deste conjunto denota-se por     .  
Assim,      representa o número de divisores de    
                
 
Para todo    , podemos escrever  
       
   
 
 
Por exemplo, se      então                        . 
 
Observação.  
1.       ⟺     
2.       ⟺           
 
Pela propriedade 10 da divisibilidade verificamos que 
           
 
 
       . 
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Problema 2.9. Escolhendo ao acaso um divisor positivo de     qual a probabilidade deste 
ser múltiplo de       
Resolução: 
Comecemos por escrever a factorização      e     . Temos que       , logo  
                       e                        
Assim, qualquer que seja     divisor de      ,          com         . 
Quantos divisores tem     ? Pela desigualdade apresentada, para cada expoente,   e  , 
existem     hipóteses, logo      tem      divisores (casos possíveis). 
Quantos destes divisores são múltiplos de     ? Para   ser múltiplo de     ,   tem de 
ser maior ou igual a     , então          . Isto é, para cada para cada expoente,   
e  , existem    hipóteses, logo existem     divisores de      que também são múltiplos 
de      (casos possíveis). 
Portanto, a probabilidade pedida é dada pela fracção 
   
    
 
 
   
. 
 
A resolução do problema do último exemplo poderia ter sido simplificada caso já tivesse 
sido apresentado o seguinte resultado: 
Se      
      
   é uma factorização de  , então  
                           
 
Usando a igualdade anterior, rapidamente teríamos determinado o número de divisores de 
             , calculando o produto               
 
 
Problema 2.10. Determina o número de pares ordenados      , com   e   naturais, tal que 
                   . 
Resolução: 
Como                     então             e             com 
              . 
Por isso,           ,            e            . Assim, por exemplo, para os 
valores de   e  , sabemos que um deles tem de ser igual a 3, podendo o outro tomar 
qualquer valor inteiro entre   e  , isto é,       pode ser igual      ,      ,      ,      , 
     ,      ,      . Logo, existem   hipóteses para      . Analogamente, existem 15 
hipóteses para       e 27 hipóteses para      .  
Portanto, há              pares ordenados de números naturais       cujo 
mínimo múltiplo comum é igual a           . 
25 
 
O raciocínio utilizado na resolução deste exemplo é idêntico ao aplicado na demonstração 
do resultado que nos permite dizer que: 
Se      
      
   é uma factorização de  , então existem 
                         
pares ordenados de números naturais       com            
 
Para finalizar este conteúdo, temos, ainda, uma igualdade que nos permite calcular o 
produto dos divisores positivos de um número natural. 
Para todo      temos  
  
   
  
    
  
dem: 
   
   
 
 
    
   
     
   
     
   
    
 
 
   
  
                      




   
   
         
    







   
   
 
   
  
 
      
  
⟺   
   
          
    
                                                                             ∎ 
 
 
Soma dos Divisores 
 
Para todo     a soma de todos os divisores naturais de   é dada por 
       
   
 
Observação.  
1.       ⟺     
2.         ⟺           
 
Este produto tem tantas parcelas  




Por exemplo, se      então                          . 
 
Se      
      
   é uma factorização de  , então  
     
  
      
    
   
  
      
    
 
 
Assim, para o exemplo anterior, como         temos 
      
      
   
 
      
   
        
 
dem: 
Os divisores de   são da forma 
  
      
  , com                . 
  
Cada divisor de   aparece exactamente uma única vez como parcela na seguinte soma, uma 
vez aplicada a propriedade distributiva: 
            
       
  
      
    
               
        
  
      
    
 
 
Como cada um destes factores representa a soma de uma progressão geométrica de razão 
          , obtemos o resultado pretendido.                                                                    ∎ 
 
 
Problema 2.11. Determina soma dos divisores pares de          
Resolução: 
Como                     todos os seus divisores são da forma       , com 
       . Mas os divisores pares têm de incluir, pelo menos, um   na sua 
factorização, logo são da forma        com       e      . 
Assim, a soma dos divisores pares será dada por: 
               +                 +                   = 
                                            
                        
      
   
  
                               
      
   
 
    
      
   





Com isto terminamos a teoria relativamente aos problemas que não necessitam de técnicas 
especiais. De facto, de uma maneira ou de outra, os alunos até ao Ensino Secundário estão 
familiarizados com os temas estudados até aqui, facilitando o trabalho. 
Segue-se um pequeno conjunto de problemas de modo a possibilitar a aplicação dos 
conteúdos abordados e assim treinar os raciocínios expostos. Serão apresentadas algumas 
resoluções ou apenas sugestões de resolução. 
 
 
2.1. Mais alguns problemas 
 
Problema 2.12. Dados dois números primos diferentes, p e q, descobre quantos divisores 
diferentes tem o número:  
a)                  b)                   c)                  d)      
Resolução: 
Para qualquer uma das alíneas sabemos qualquer divisor de cada um destes números é da 
forma       , com     inteiros positivos, variando apenas o intervalo de números 
inteiros a que pertencem os expoentes   e    
 
a) Para este caso, mesmo sem utilizar a igualdade anterior, é fácil verificar que os 
divisores de    são:       e   . Assim, são   os divisores de   . 
 
b) Seja        ,   divide     se        e      . Logo, para o par       pode 
ser igual a: (                             e      ; obtendo os divisores 
            e      Assim, são   os divisores de    . 
 
c) Analogamente ao que foi feito para b), temos que        divide      se        
e      . Então, existem   possibilidades para cada um dos expoentes   e    Portanto, 
o número de divisores será igual ao número de combinações possíveis entre os expoentes 
  e  , ou seja, para cada   existem   possibilidades para  . Logo, existem       
divisores de       
 
d) É óbvio que a resolução desta questão é análoga às resoluções anteriores, pois trata-se 
da generalização dos casos estudados.   
Escrevendo por outras palavras, cada divisor de        é igual ao produto entre um 
divisor    e um divisor de   , isto é, os divisores de   são as diferentes combinações 
possíveis entre os divisores de cada um dos primos que compõe     
Assim, para cada divisor de    (              ou seja,     divisores) escolhemos um 
divisor de    (              ou seja,     divisores). Logo, existem            




Utilizando a fórmula para o número de divisores de um número obteríamos rapidamente 
a resposta. 
     
      
                              
 
Logo,                   . 
 
 
Problema 2.13.  
a) Prova que o produto de quaisquer três números naturais consecutivos é divisível por 6.                   
b) Mostra em que condições o produto de quaisquer três números naturais consecutivos é 
divisível por 12.     
Resolução: 
a) Para a resolução deste problema há que observar que em qualquer grupo de três 
números naturais consecutivos existe sempre um número par e existe sempre um número 
múltiplo de  . Assim, na factorização deste produto irá constar pelo menos um   e um  . 
Logo, como a factorização de   é igual a    , concluímos que este produto é divisível 
por    
b) Primeiro observemos que        . Como já vimos, em qualquer grupo de três 
números consecutivos, um deles é múltiplo de  , logo na factorização do produto 
quaisquer três números naturais consecutivos existe pelo menos um factor    Assim, para 
este produto ser divisível por   , a sua factorização terá de incluir, também, a potência 
  . 
Seja              , com   natural, o produto de três números naturais 
consecutivos.  
Se   for par então     também é par. Logo, na factorização deste produto irá constar 
pelo menos dois factores iguais a    Assim, produto         consta da factorização 
de   e, portanto,     . 
Se   for ímpar então     é par e     é ímpar. Como o produto de dois números 
ímpares é ímpar, significa que, para garantirmos a existência da potência    no produto 
 ,     tem de ser múltiplo de  . 
c) Prova que o produto de quaisquer cinco números naturais consecutivos é divisível por 
30. 
Sugestão: raciocínio semelhante ao aplicado na alínea 2.1. 
 
     
Problema 2.14. Seja   um número natural maior do que  . Prova que    é a soma de dois 
números ímpares consecutivos. 
Resolução:  
Sejam      e      dois números impares consecutivos. Então, 
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      Logo, para       
   
      
   
 obtemos               .    
 
 
Problema 2.15. Encontra todos os naturais   para os quais as expressões     ,      e 
     representam números primos. 
 
Resolução: 
Como                       sabemos que a soma destes três números 
primos é par, pois               . Assim, no mínimo um destes três números é 
par, pois a soma de três números ímpares é impar. A soma de dois números é par se 
ambos forem pares ou se ambos forem ímpares.      não pode ser par pois    é 
sempre par para todo o   e   é ímpar, logo destes três números, apenas as expressões 
     e      podem representar números pares. 
O único número primo par é o  , então        ou       . 
Se       ⟺     então        e       . 
Se 5     ⟺     então         e        . 
Logo, apenas para     as expressões dadas representam números primos. 
 
 
Problema 2.16. Determina o produto de todos os divisores inteiros positivos distintos de 
        
Resolução: 
Na resolução deste problema iremos aplicar a fórmula do produto dos divisores de um 
número natural, demonstrada no tema Número de divisores:  
  
   
  
    
  
 
Precisamos de calcular o número de divisores de          e por isso comecemos por 
determinar a factorização de  : 
                             
Assim,  
                               
Logo,  
  
   
  
    
        
    






Problema 2.17.  
a) O Emanuel multiplicou dois números positivos de dois algarismos no seu caderno. 
Depois substituiu todos os algarismos por letras (algarismos diferentes correspondem a 
letras diferentes e algarismos iguais correspondem a letras iguais).  
No final obteve            . Prova que o Emanuel cometeu um erro. 
b) O Emanuel calculou o quadrado de um número positivo de dois algarismos no seu 
caderno obtendo de novo o número     . Determina os valores de E e de F. 
 
Resolução: 
a) Comecemos por analisar o membro da direita da igualdade. 
                                     
                                                       
Verificamos que o número      é divisível por   . Assim, para a igualdade dada ser 
verdadeira, também       terá de ser divisível por   .  
Como    é primo, se          então    tem de fazer parte da factorização de AB ou 
de CD, isto é, ou       ou      . Mas, qualquer número de dois algarismos divisível 
por    o algarismo das dezenas é igual ao algarismo das unidades. Logo, como     e 
    temos que       nem      . 
Portanto, se    não divide os dois membros da igualdade significa que        
     e por isso o Emanuel cometeu um erro. 
b) O número obtido é um quadrado perfeito, logo existe   inteiro tal que        .  
Pela alínea anterior, sabemos que      é múltiplo de    e, consequentemente,    
também é múltiplo de   . Como   é um número positivo de dois algarismos podemos 
escrever       . Experimentando os nove casos possíveis (11, 22, 33, 44, 55, 66, 
77, 88 e 99) o único número que ao quadro é da forma      é o   , pois         . 
Portanto,     e    . 
 
 
Problema 2.18. Considera um número escrito com cem algarismos iguais a 0, cem 
algarismos iguais a 1 e cem algarismos iguais a 2. Poderá este número ser um quadrado 
perfeito? 
Sugestão: Mostra que este número é divisível por 3 mas não é divisível por 9. 
Resolução: 
Seguindo a sugestão dada, utilizaremos os critérios de divisibilidade por   e por  . Um 
número é divisível por   e por 9 se a soma dos seus algarismos for divisível por   e por 
9, respetivamente. 
Seja   o número em questão, então 
        
   
      
   
       






Logo, a soma dos algarismos de   é dada por 
        
   
         
   
         
   
                       
Assim,   é divisível por   pois       mas não é divisível por   porque      . 
Suponhamos que   é um quadrado perfeito, então      
      
    . Como   é primo 
e     então existe       tal que     . Consideremos, sem perda de generalidade, 
      obtemos     
      
    , logo      Chegamos, assim, a uma contradição e 
por isso   não pode ser um quadrado perfeito. 
 
 




As primeiras potências de base 2 são:               
É fácil perceber que o algarismo das unidades da próxima potência será igual ao produto 
do algarismo das unidades da potência anterior por 2, ou seja, 4, e assim sucessivamente. 
Logo, obtemos um ciclo: o último algarismo de    é igual a   como   , o último 
algarismo de    é igual a   como   , o último algarismo de    é igual a   como   , o 
último algarismo de    é igual a   como   , etc. 
Logo, o algarismo das unidades de uma potência de base   repete-se de   em   potências 
e por isso é possível determinar o último algarismo de    calculando o resto da divisão 
de    por    
Como           então        
          
         
  . Logo, o último algarismo de    será igual 
ao segundo elemento do ciclo, coincidindo com o último digito de   , que é igual a    
 
 
Problema 2.20. Determina o menor número natural   tal que       . 
Resolução: 
Sabemos que    é o produto de todos os naturais menores ou iguais a  . 
                
Como               e        então      . Assim,    tem de dividir o 
produto   , mas     é primo, o que significa que    é um dos factores de    e, portanto, 
    . Logo, o menor valor de   nas condições do enunciado é       
 
 
Problema 2.21. Determina                     em que existem cem algarismos 1 
na representação decimal do primeiro número e sessenta algarismos 1 na representação 






       
       
                        
      
            
                        
 






















Logo,                                          




Problema 2.22. Qual o maior número natural   para o qual        é divisível por 
    . 
Resolução: 
Façamos a divisão de        por      utilizando, por exemplo, a regra de Ruffini. 
 
 1   0 0 100 
         100       
 1     100      
 
 
                                                  
                               
                                                                       
 
                                                  
                               
                                                                       
 
                                                  
                               
                                                                       
 
                                         
                          





                              
Como      divide        e                    então      também 
divide    . 
O maior divisor de     é o próprio    , logo o maior valor que      pode tomar é 
     Portanto, o maior valor que   pode tomar é      
 
 






     
   
 
  
existe um número par de frações irredutíveis.  
 
Resolução: 
Para a resolução deste problema é necessário observar que                    , 
isto é,     e    ⟺       e      Esta equivalência é facilmente demonstrada 
utilizando as propriedades 7 e 8 da divisibilidade. 
Assim, a fracção 
 
 
 é irredutível se e só se a fracção 
   
 
 é irredutível, pois          





   
 






   
 










por isso o problema reduz-se ao caso anterior. 
 
 
Problema 2.24. Sejam       tais que                     . Prova que um 
dos dois números é divisível pelo outro. 
Resolução: 
Queremos provar que ou     ou    . 
Sejam            e          . 







 são coprimos, a partir da relação entre o mdc e o mmc, temos 
                    ⟺      ⟺   
  
 
⟺       





                     ⟺            ⟺ 
   
 
                                                       ⟺          
                                                       ⟺            
                                                       ⟺              
                                                       ⟺          
 
Se    , então    , logo        , ou seja,      Se    , então    , logo 
       , ou seja,    . 
 
 
Problema 2.25. Um número natural é escrito em cada face de um cubo. A cada vértice é 
atribuído o produto dos números escritos nas três faces que intersectam o vértice. A soma 
dos números atribuídos a cada vértice é igual a 1001. Descobre a soma dos número escritos 
nas faces do cubo.  
 
Resolução: 
Sejam           e   os números escritos em cada uma das faces, com   e  ,   e  ,   e   
escritos em faces opostas, e           e   os vértices do cubo. Suponhamos que na 






Então,      ;      ;      ;      ;      ;      ;        e 
     . 
Assim,  
                                      
                                  
                                 
                    
                      
                 
 
Como              e cada uma das somas         e     é maior do que 
  então                        . Logo,  




Problema 2.26. Dizemos que um número composto que não é divisível por 2, 3 ou 5 tem 
“aspecto de primo”. Por exemplo, os números 49, 77 e 91 são os menores nestas condições.  
Sabendo que existem     números primos menores do que     , quantos números 
menores do que 1000 têm “aspecto de primo”?  
Resolução: 
Para facilitar a resolução deste problema vamos definir       como o maior inteiro 
menor ou igual a  . 
Existem 999 números menores do que 1000. Destes 999 números,  
   
 
      são 
pares, ou seja, divisíveis por  ;  
   
 
      são divisíveis por 3 e  
   
 
      são 
divisíveis por 5. 
Mas existem números que são simultaneamente divisíveis por mais do que um destes 
números. Assim, interessa-nos saber quantos números são divisíveis por  , 10, 15 e 30. 
Temos que, há  
   
 
      números divisíveis por 6;  
   
  
     divisíveis por 10;  
 
   
  
     divisíveis por 15 e  
   
  
     divisíveis por 30. 
 
Portanto, existem                              números que são 
divisíveis por pelo menos um dos números 2, 3 e 5. 
 

















Confirmamos que existem                             números que 
são divisíveis por pelo menos um dos números 2, 3 e 5. 




















Dos restantes             números,     são primos diferentes de 2, 3 ou 5.  
Como, o número 1 não é primo nem composto, temos               números 
com “aspecto de primo”. 
 
 
Problema 2.27. O número            tem exactamente quatro factores primos. Determina 
a sua soma.  
Resolução: 
Vejamos que                , logo podemos escrever 
                               




                                       
                   
        
      
                                                   ) 
                                                                          
     
    
     
 
                                                            
Portanto, a resposta é                 . 
 
 
Problema 2.28. Mostra que      e          são coprimos.  
Resolução: 










Facilmente se vê que    é uma 
raiz deste polinómio e obtemos 
a factorização apresentada 
               
                 
                         
 
         
               
               
 
      
        




Problema 2.29. Encontra vinte números compostos e consecutivos. 
Resolução: 
Por exemplo, a sequência      ,      , …,        satisfaz as condições do 
enunciado. 
Vejamos que  
                                 , logo         
                                     , logo         
 
 
                                   , logo           
 
Do exemplo, facilmente se percebe que para qualquer   natural, a sequência      com 





























3. Teoremas úteis 
 
Neste capítulo, pretende-se expor um conjunto de resultados que permitirão resolver 
problemas mais complexos, que exigem um maior aprofundamento na teoria dos números. 
Os teoremas mais importantes serão demonstrados com a principal finalidade de apresentar 
raciocínios e estratégias que serão úteis para descobrir a solução de alguns problemas. 
Ao contrário dos temas estudados no capítulo anterior, a teoria aqui apresentada não é 
trabalhada no ensino não superior. No entanto, por utilizar muitos dos resultados anteriores 





No capítulo 2 foi apresentada a Identidade de Bézout que diz que se           , então 
existem inteiros      tais que        . Iremos agora estudar um pouco sobre estas 
equações. 
A equações do tipo         chamam-se equações diofantinas lineares a duas variáveis. 
Esta designação deve-se ao matemático grego Diofanto (século III d. C.), autor do livro 
Aritmética, que se dedicou à resolução de equações em        ℚ. A todas as equações para 
as quais procuramos soluções inteiras ou racionais chamamos de equações diofantinas, 
sendo as equações lineares a duas variáveis as mais simples. 
 
Também foi visto na secção anterior que a equação         tem solução se e só se 
          . Por exemplo, a equação            tem solução pois              
e     . Para além disso, vimos como é possível escrever            como combinação 
linear de    e 14. 
 
Neste caso,  
                                                                
                 
 
Logo,         é uma solução desta equação, mas não é a única. 
 
 
Proposição. Sejam     e   inteiros e           . Se         for uma solução particular 
de        , então as restantes soluções são dadas por           
 








                





Sabemos que a equação         tem solução se e só se    . 
Se         é uma solução então          . Seja         outra solução da equação dada 
então          . Fazendo a diferença entre as duas equações obtemos 
                                                                                   
                                      
            
        
Ou seja, 
             
     ⟺     
            
   
Façamos   
 
 
  e    
 
 
 então pela proposição 3.1.6.   e   são coprimos. 
Dividindo a última equação por  , obtemos 
               
   
Assim, desta igualdade verificamos que         
  , mas   e   são coprimos, logo pelo 
Lema de Euclides        
  , isto é,     




Substituindo     
  por    na equação                
   obtemos 
             ⟺   
        ⟺  
     
 
 
 ⟺       
 
 
                            ∎ 
 
 
Problema 3.1. (Problema das cem aves) Este problema foi enunciado num livro chinês do 
século V, Manual aritmético, de Zhang Quijan. 
Um galo compra-se por 5 qian, uma galinha por 3 qian e 3 pintos por 1 qian. Se 100 aves 
forem compradas por 100 qian, quantos galos, galinhas e pintos há? 
Resolução: 
Sejam       números naturais. 
 
  - representa o número de galos 
  - representa o número de galinhas 
  - representa o número de pintos 
 
Traduzindo problema para linguagem matemática, obtemos o seguinte sistema: 
 
         
      
 
 




         
      
 
 
             
  ⟺  
         
   
 
 
     
 
 
      






         
          
 ⟺  
         
         
  
 
A equação           é uma equação Diofantina que tem soluções se e só se 
            . 
Apesar de ser fácil determinar o          sem cálculos, iremos fazê-los aplicando o 





Como       sabemos que a equação tem solução e podemos escrever            da 
seguinte forma: 
                                                             
                                                                 
             
 
Mas, queremos escrever     como combinação linear de   e  . Logo multiplicamos 
ambos os membros da última igualdade por    , obtendo o pretendido: 
                   
 
Sendo                    uma solução particular da equação           as 
soluções gerais são dadas por: 
           e          ,     
 
Substituindo na primeira equação do sistema, temos  




         
      
 
 
     
⟺  
         
        
    
  
 
No entanto, no contexto do problema, sabemos que        . 
 
           ⟺      
          ⟺   
   
 




      ⟺     
 
 
        
3    1 
     
 
 
        
1    1 
     
 
 
        
0 3 




Portanto, temos que         
 
 
,    , logo   só pode ser igual a 26, 27 ou 28. 
Para     ,  
             ;              ;           
 
Para     ,  
   ;     ;      
Para     ,  





Na resolução de problemas referentes à divisibilidade, muitas vezes, é conveniente 
trabalhar, não com os números dados, mas com os seus restos quando divididos por um 
outro número. Assim, outra abordagem às questões relativas à divisibilidade é através dos 
restos, conhecida como a teoria das congruências. Desenvolvida pelo matemático alemão 
Gauss (1777-1855) no seu livro Disquisitiones Arithmeticae (tradução do latim: 
Investigações aritméticas). 
 
Se um número   mede a diferença entre dois números   e  , então 





Definição. Sejam            Dizemos que   é congruente com   módulo   se 
       . Escreve-se    . 
Observação: Se   não é congruente com  , escreve-se    . 
 
O símbolo utilizado para representar uma congruência também foi introduzido por Gauss, 
tendo sido escolhido devido às semelhanças da relação de congruência com a relação de 
igualdade. 
 
É possível explicar esta relação utilizando um conceito presente no nosso dia-a-dia, a 
medição do tempo. A medição do tempo está relacionada a fenómenos cíclicos, como é o 
caso dos dias ou dos anos. Em relação ao dia sabemos que de 24 horas em 24 horas o 
relógio “reinicia” a contagem.  
Imaginemos uma situação em que duas pessoas diferentes, A e B, partem às 22h do mesmo 
dia para uma viagem de 8 e 32 horas, respetivamente.  
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Logo, não dizemos que a pessoa A chegou às 30h e que a pessoa B chegou às 54h. Na 
verdade, dizemos que ambas chegaram às 6h. Mas, como é possível? 
Se pensarmos apenas no que foi dito até agora, faria sentido escrever  
              
No entanto, igualdade é falsa e, obviamente, deve-se ao facto de terem chegado em dias 
diferentes. 
Na verdade, temos que              e                . Assim, 
podemos desprezar os múltiplos de 24, subtraindo-os ou adicionando-os, até obtermos a 
hora certa. 
Portanto, neste caso, dizemos que               , isto é, 
                      
 
 
Proposição. Sejam            Os números   e   são congruentes módulo   se e só se 
  e   têm o mesmo resto na divisão por    
dem: 
(⟹) 
Da divisão de   por   podemos escrever          e da divisão de   por   podemos 
escrever         , com              . 
 
Logo, podemos escrever 
 
         
         
                                      
 
  e   são congruentes módulo  , ou seja,      , e            , logo          . 
 
       
         
           
 
Como       é múltiplo de   e           então        . Portanto,      .    
 
(⟸) 
Se   e   têm o mesmo resto na divisão por   então podemos escrever         e 





        
        
              
Logo,      .                                                                                                                                        ∎ 
 
A próxima proposição é consequência imediata do resultado anterior. 
 
 
Proposição. A relação de congruência é uma relação de equivalência, isto é: 
(a)              
(b) Se             e            , então             
(c) Se            , então             
 
A classe de congruência de um número inteiro   é definida pelo conjunto          . 
Cada resto possível na divisão por   dá origem a uma classe de congruência. 
Por exemplo, se    , temos quatro classes de congruência. A figura a seguir exemplifica 




Classe do zero             Classe do 1             Classe do 2             Classe do 3  
 
 
Proposição. Sejam            ,    . Se             e            , então: 
                   e                 
Em particular,    ,      
                    
                 
                 
dem: 
Iremos demonstrar apenas para o produto,               , deixando as restantes para 
praticar. 
            então        ⟺         







                                                           
  
 
Portanto,           ⟺         ,    , ou seja,               .               ∎ 
 
Observação:  
Seja   o resto da divisão de   por   então    , pois       ⟺       . 
 
 
Problema 3.2. Mostra que       é divisível por 5, para todo   inteiro.  
Resolução:  
Este problema é idêntico ao problema 2. Mas, agora, iremos resolvê-lo aplicando as 
congruências. Iremos analisar os possíveis restos da divisão de   por  , ou seja, iremos 
trabalhar com o módulo 5. 
Se     então      e     , logo                 
Se     então         e     , logo                   
Se     então          e     , logo                    
Se     então           e      , logo                     
Se     então            e      , logo                      
 
 
Problema 3.3. Prova que            é divisível por     
Resolução:  
      então                  
      então                  
Logo,                           . 
 
 
Problema 3.4. Qual o resto da divisão do número                           
                 por  ? 
Resolução:  
Como      então                             
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Logo,  
                                                            
 
 
Os famosos critérios de divisibilidade, estudados no Ensino Básico, são um bom exemplo 
da aplicabilidade das congruências. Vejamos como podemos utilizar as congruências para 
“descobrir” o critério de divisibilidade por  . 
Seja    , como podemos determinar o resto da divisão de   por  ?  
É conhecida dos alunos a representação de um número na base   , em que qualquer 
número natural se escreve de maneira única na forma 
       
         
               
Com                 ,       e     . 
Iremos usar a congruência módulo  . Como      pois                 então 
                . 
Logo,  
       
         
                   
                                                         
                                                   
 
Portanto, o resto na divisão de   por 9 é igual ao resto da divisão da soma dos seus 
algarismos por    
Por exemplo,        porque o resto da divisão de      por   é diferente de zero. 
                     
Isto é,   é divisível por   se e só se a soma dos seus algarismos for divisível por    
Com o mesmo raciocínio obtemos o critério de divisibilidade por   pois, também,      
       . 
Desta forma, facilmente se deduzem os restantes critérios de divisibilidade. 
Existem muitas outras áreas com aplicações práticas das congruências, como por exemplo a 










Proposição (Regras de cálculo). Sejam          . 











2. Se              , então          
 
 
  em que             
 Em particular, se               com   e   coprimos, então            .  
3. Se               com   primo e    , então              
dem: 
1.            ⟺      . Então, 
















     
 
 
     
2.              ⟺        . Então,                . 






 são coprimos. 













3. Sai da demonstração de 2., pois neste caso    . 
4. Sai da demonstração de 2., pois se   é primo e    , entãp   e   são coprimos.              ∎ 
 
 
Equações Lineares com Congruências 
 
É possível considerar equações com congruências e neste trabalho serão abordadas mas 
mais simples, que são da forma              com          . 
 
Começamos por observar que se a equação              tiver solução, então tem 
infinitas soluções. Isto é, se   for solução da equação e             , então    também é 
uma solução 
                 
 
Por exemplo, consideremos a equação             . Como estamos a trabalhar com 
módulo  , sabemos que   será congruente com um dos restos possíveis da divisão por 6: 0, 
1, 2, 3, 4 ou 5. 
Experimentando cada um dos valores possíveis verificamos que apenas   e   são soluções 
da equação. 
         e                   
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Assim, todos os elementos da classe de congruência do   e da classe do   são soluções da 
equação. 
 
Classe do                       ; Classe do                       
               e                    
 
No entanto, nem sempre é viável experimentar um elemento de cada classe, ou pelo menos 
não o faríamos caso estivemos a trabalhar com módulo    … 
 
 
Proposição. A equação              tem solução se e só se             . Neste 
caso, há   soluções não congruentes, duas a duas. 
 
Verificamos que, 
            ⟺          
                  
 
 
Em geral as soluções desta equação são da forma  




Observação: Existem   soluções diferentes. 
 
 
Corolário. Se           (em particular, se   for primo e não dividir  ), então a 
equação tem uma e uma só solução (módulo  ). 
 
 











Exemplos: Vejamos dois exemplos de como resolver equações lineares. 
 
1.               
A equação tem solução pois              , e existem   soluções módulo     
Simplificando, 




Como o módulo é pequeno podemos experimentar os   valores possíveis e determinar uma 
solução particular da equação. De facto, neste caso, como           , sabemos que esta 
equação tem apenas uma solução módulo  : 
                                                  
                
          
                             
 





     ;        
  
 
         e     
  
 
      
Assim, todos os números congruentes com  ,   ou    são também soluções da equação. 
Portanto, as soluções gerais são da forma: 
      ;        e         
 
 
2.                 
A equação tem solução pois                , e existe apenas   solução módulo     
Neste exemplo, não é praticável experimentar todas as possibilidades por isso iremos 
aplicar o método geral. 
               ⟺               
                  
 
 





                                                                   
                                                                           
                                                                           
                                                                                 
 
Logo, 
         
 
          
Já vimos que a equação tem apenas uma solução e é      
       
            . 




          
4    1 
     
 
         
1    6 
     
 
 
        
0 4 




Teorema chinês dos restos 
 
Iremos agora considerar sistemas de congruências. A resolução destes sistemas baseia-se 
num método que aparece pela primeira vez na resolução de um problema do século III, que 
abordaremos de seguida. Falamos do famoso Teorema chinês dos restos. 
Teorema chinês dos restos. Sejam         coprimos dois a dois, e        . Então o 
sistema de congruências 
                                                     
tem solução única, módulo        . 
dem: 
Seja          , para       definimos    
 
  
                   . 
Consideremos a equação              . Como os números    são coprimos dois a 
dois então    é coprimo com   , logo a equação               tem solução módulo 
  . Seja    essa solução. 
Então, a solução do sistema ai ser dada por 
                          
Seja      , verifiquemos que   é solução de              . Observemos que, se 
    então                  , pois neste caso    contém o factor   . Além disso,  
               por definição de   . 
 
Assim,  
         
  
       
  
         
        
         
  
             
Se    for outra solução, então    
                ⟺         
Como os números    são coprimos dois a dois então             
           .     ∎ 
 
 
Problema 3.5. (Problema de Sun-Tzu)  
Temos coisas, das quais não conhecemos o número. 
Dividida por  , o resto é  , 
por  , o resto é  , 
e por 7 o resto é 2. 
Qual será o número? 
Resolução: 
Simplificando, pretende-se encontrar um número com restos  ,   e   na divisão por  ,   
e  , respectivamente. 
Para resolver este problema temos de considerar o seguinte sistema de equações 
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Consideremos        , logo     ,      e     . 
 
Pelo Teorema chinês dos restos, temos de resolver as seguintes equações 
 
       
Portanto, uma solução do sistema será dada por 
                                              
                                                             
     
  
 
A solução geral do sistema é dado por             Estas soluções podem ser 
também dadas por   
         
     . 
 
 
Pequeno Teorema de Fermat e Teorema de Euler  
 
Definição. Seja    . Dizemos que           é um sistema completo de resíduos se 
              se    . 
Observação. Sejam     e           um sistema completo de resíduos, então     para um e um só  . 
 
 
Proposição: Seja           um sistema completo de resíduos       e   coprimo com  , 
então             é também um sistema completo de resíduos. 
 
Por exemplo,           e           são dois sistemas completos de resíduos (s.c.r) módulo 
4. Mas, também,           
              
 é um s.c.r, mas          
              
 já não é um s.c.r. pois   e   não 
são coprimos  
 
 
Pequeno Teorema de Fermat. Se   primo, então  
               se    , 
                     para todo    . 
dem: 
Seja   primo,     
              é um s.c.r. Pela proposição anterior                   também é um 
s.c.r. 
Assim, podemos escrever, 
                                           
     ⟺ 
    
             
  
Por tentativas, obtemos 
        
Logo,      
     ⟺ 
    
            
 
Logo,       
     ⟺ 
    
            
 
Logo,       
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Logo,                  . Como todos os números que aparecem são coprimos com 
  podemos simplificar a equação, obtendo               . 
 
Suponhamos agora que   é qualquer. Se   for coprimo com  , então        e     . Se 
não for,                                                                                                         ∎ 
 
 
Problema 3.6. Qual o resto da divisão de      por    . 
Resolução: 
Pretendemos descobrir   tal que                 . 
Como     é primo e      , pelo pequemo teorema de Fermat sabemos que       . 
Assim,                                . 
 
 
Problema 3.7. Prova que           é divisível por     . 
Resolução: 
Factorizando o número     , obtemos             . 
Vejamos então quais os restos da divisão de         por  ,    e   . 
Como  ,    e    são primos temos que  
              ,                  e                 . 
 
Logo, 
                                
                                                                          
                                                                              
 
Portanto,                        , isto é,           é divisível por  , por    e 
por     Logo,                       . 
 
 
Definição (Função de Euler). Seja    . A função φ conta o número de elementos que 
há entre   e  , coprimos com  ; isto é, 
                             
 






  coprimos com        
1 1 1 
2 1 1 
3 1, 2 2 
4 1, 3 2 
5 1, 2, 3, 4 4 
6 1, 5 2 
7 1, 2, 3, 4, 5, 6 6 
8 1, 3, 5, 7 4 
9 1, 2, 4, 5, 7, 8 6 
10 1, 3, 7, 9 4 
 
 
Proposição. Se   primo então 





Teorema de Euler. Se   coprimo com    , então  
                
Este teorema também é conhecido como o Grande Teorema de Fermat. 
 
 
Teorema: Se  e   coprimos               . 
 
 
Problema 3.8. Mostra que       é divisível por     . 
Resolução: 
Comecemos por calcular a factorização de        
 
             
 
Então,            se e só se              , isto é, se e só se cada um dos 
factores dividir        
 
            mas              logo                  
             mas                logo                    
             mas                logo                   
 
Portanto,              , isto é,                   .  
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4. Problemas avançados 




Problema 4.1. (Mahaviracarya, 850) Havia 63 pilhas de fruta e 7 frutos soltos. Os frutos 
foram divididos por 23 viajantes. Qual o número de frutos em casa pilha.  
Resolução: 
Sejam  ,   números naturais em que 
  – representa o n.º de frutos por pilha 
             – representa o n.º de frutos de cada viajante 
 
O problema pode ser traduzido pela seguinte equação 
         ⟺ 





A equação tem solução pois              . 
        
             
           
         
                     
                 
              
        
  




Então,          e         . 
Como       temos    
  
  










          
6      
     
 
 
         
5    3 
     
 
 
      
1 1 
     
 
 
      
0 5 
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Problema 4.2. Reduz      módulo  . 
Resolução: 
Como       temos que                
Logo,                       . 
 
 
Problema 4.3.  Mostra que             é divisível por   . 
Resolução: 
Como          , sabemos que             é divisível por    se e só se 
                  . 
 
Como                     então                     . 
Como                       então                       
Logo,                              isto é,              . 
 
Como                     então                     . 
Como                       então                           
Logo,                               isto é,              . 
 
Como                           então                  
        . 
Como                      então                        
Logo,                              isto é,               . 
 
Portanto,                        . 
 
 
Problema 4.4. Encontra três inteiros consecutivos, sendo cada um divisível por um 
quadrado perfeito. 
Sugestão: encontrar   tal que     ,        e       . 
Resolução: 
Seguindo a sugestão, pretende-se um número   tal que 
                                        ⟺              
         ⟺       ⟺                 





Assim, obtemos um sistema de congruências com três equações, 
                                                              
 
Iremos utilizar o Teorema chinês dos restos para resolver este sistema. 
Consideremos         , logo            ,             e 
         . 
Assim, temos de resolver as seguintes equações auxiliares 
 
 







Façamos um cálculo auxiliar para determinar   : 
  
Como            , utilizando o algoritmo de Euclides podemos escrever 
                                                           
                
            
                            
                                                                              ) 
Logo,      . 
Portanto, uma solução do sistema será dada por 
                                                            
                                                              
      
  
A solução geral do sistema é dado por             . Estas soluções podem ser 
também dadas por      
        
     . 
 
Portanto, por exemplo, os números 548, 549 e 550 são uma solução do problema. 
Verifica-se que, de facto,       ,        e       .   
      ⟺ 
     
            
  
Logo,       
      ⟺ 
     
            
 
Logo,       
     ⟺ 
     
               
 
Podemos determinar    por 
tentativas ou resolvendo a equação 
diofantina             .  
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Problema 4.5. Existe algum número natural   tal que        é divisível por     ? 
Resolução: 
Factorizando     , obtemos 
             
Assim,                     se e só se                         
 
Comecemos por investigar se         . 
Se     então                 . 
Se     então                 . 
Se     então                   . 
Se     então                    . 
Se     então                    . 
 
Logo,        0          para todo   natural. Portanto, se        não é 
divisível por  , então também não é divisível por       
 
 
Problema 4.6. Quantos números de quatro algarismos, com os algarismos do meio iguais a 
   são divisíveis por   ? 
Resolução: 
Seja      a representação decimal do referido número de quatro algarismos. 
Como       , sabemos que         . Pelos critérios de divisíbilidade de   e de   
temos que   só pode tomar os valores:   ou  ; e                  . 
Se     então          ⟺       ⟺            . 
Se     então          ⟺       ⟺            . 
Portanto, existem apenas dois números nas condições do enunciado:      e     . 
 
 
Problema 4.7. Seja   um inteiro. Prova que:   
a)      ou            
b)      ou            
c)      ou   ou            
d)      ou            
e)      ou             
Resolução: 
A verificação destes casos será útil para a resolução de outros problemas. Sendo o 




a) Em módulo   temos que       ou  . Analisemos os três casos possíveis: 
 
Se     então     . 
Se     então        . 
Se     então          . 
 
Logo,      ou            como queriamos provar. 
 
b) Em módulo   temos que           ou 4. Analisemos todos os casos possíveis: 
 
Se     então     . 
Se     então        . 
Se     então           . 
Se     então             . 
Se     então           . 
 
Logo,      ou            como queriamos provar. 
 
d) Em módulo   temos que                   ou 8. Analisemos todos os casos 
possíveis: 
 
Se     então      
Se     então         
Se     então            
Se     então            
Se     então            
Se     então          
      
      
Se     então          
    
   
Se     então          
      
   
Se     então          
      
      
 





Problema 4.8. Seja   o produto dos primeiros números primos (mais do que um primo). 
Prova que o número     não pode ser um quadrado perfeito.  
Resolução: 
Pela definição de   sabemos que um dos seus factores é igual a  , isto é,   é divisível 
por  .  
Logo,              . Pelo alíena a) do problema 4.4. sabemos que um quadrado 




Problema 4.9. Descobre todos os primos   e   tal que           .  
Resolução: 
Como             ,   e   são distintos e por isso coprimos. 
Como                , temos que 
                 ⟺                          
Assim, 
      ⟺        
   
    ⟺                 
Mas,   e   são coprimos e por isso também   e     são coprimos.  
Logo,              , isto é,        
Analogamente,                   . Como   e   são coprimos, também o são 
  e              . Logo,    , ou seja,      . Como os divisores de   são os 
números   e  , facilmente se verifica que       e por isso           
Portanto,     e    . 
 
 
Problema 4.10. Seja   primo. Prova que   divide         para todos os inteiros   e     
Resolução: 
Comecemos por observar que             ). 
Se      então          . Mas se     , então   e   são coprimos, assim como   e 
 . 
Pelo pequeno teorema de Fermat temos que         e               , isto é, 
                 . Logo,                    , ou seja,            . 








Problema 4.11. Seja   primo com    . Prova que                  
Resolução: 
    ⟺                 , ou seja, se e só se         . Factorizando, 
obtemos           . Logo,          se e só se            , isto é, se e só 
se                  . 
Pelo pequeno teorema de Fermat               e              , pois     e por 
isso,   é coprimo com   e com    Assim,  
                        e                         
Qualquer número ímpar e    são primos entre si, logo    e      são coprimos. Pelo 
teorema de Euler temos que     
    . Como            
 
 
     temos que 
    
                 . 
Portanto,                   e, por isso,               . 
 
 
Problema 4.12. A soma dos algarismos do número          na sua representação decimal 
é igual a    Seja   a soma dos algarismos de  . Determina a soma dos algarismos de  .  
Resolução: 
Sejam            e      a soma dos algarismos do número   na sua representação 
decimal para todo   natural. 
Como                podemos escrever                              
Logo,   não pode ter mais do que       algarismos na sua representação decimal.  
Como cada algarismo é no máximo igual a  , temos que                 . 
Dos números naturais menores ou iguais do que       , o número com a maior soma 
dos algarismos que o constituem é o      . Por isso,         . Assim, dos 
números menores do que   , o    é o número com o maior valor da soma dos seus 
algarismos. Logo, a soma dos algarismos de     . 
Utilizando o critério de divisibilidade por  , temos que 
                                      
 
Portanto, basta saber o resto da divisão de   por  . 
Como                         temos que 
 
                                                 
                                        
  
    
                    





Problema 4.13. Seja   um primo da forma      que divide          para alguns 
inteiros   e  . Prova que   e   são ambos divisíveis por  .  
Resolução: 
Iremos resolver este problema tentando chegar a uma contradição, por isso suponhamos 
que    .  
Como   divide          e                        então também 
divide      . Logo,              . 
Assim, podemos escrever                . 
 
Por isso,   também não divide  . Aplicando o pequeno teorema de Fermat vem que 
       assim como               , isto é,          . Logo, como   é da 
forma      temos que 
                    
 
Portanto,          
    
                 Como    , isto é,    e   são coprirmos, 




            implica 




Problema 4.14. Determina todos os inteiros positivos   para os quais      é um cubo 
perfeito.  
Resolução: 
Para a resolução deste problema iremos utilzar o que já foi provado na alínea d) do 
problema 4.4: qualquer cubo é congruente com  ,   ou   em módulo  . 
Vejamos o que acontece para os primeiros valores de    
   ,                  
   ,                  
   ,                   
   ,                   
   ,                       
   ,                    
Assim, verifica-se que para       apenas quando     a expressão      
representa um cubo perfeito. 
Quando   toma valores maiores do que   temos que      divide   , isto é,     , 
pois na factorização de    constam, pelo menos, dois factores iguais a  . 
Logo, se     então               . 
Portanto,      é um cubo perfeito apenas para    . 
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Problema 4.15. Prova que        não pode representar a soma de dois cubos perfeitos. 
Sugestão: Verifica que qualquer cubo perfeito é congruente com     ou            . 
Resolução: 
Vimos que qualquer cubo é congruente com  ,   ou    em módulo  . Então por que 
razão utilizar módulo   em vez de módulo    
Em módulo  , a soma de dois cubos é sempre congruente com um dos números: 
           . Como              então               . No entanto, não 
podemos concluir nada, pois o recíproco do que foi verificado em 4.4. d) não é 
verdadeiro. 
 
Vamos então seguir a sugestão e trabalhar em módulo    
Analogamente ao que foi feito em 4.4. d), facilmente verificamos que qualquer cubo 
perfeito é congruente com     ou   módulo  . 
 
Se     então      
Se     então         
Se     então           
Se     então               
Se     então            
Se     então          
      
      
Se     então          
      
      
 
Assim, a soma de dois cubos é sempre congruente com um dos números:             
         
Como              então                                    
       . 
 
Logo,  
se   for par temos              
se   for ímpar temos              . 









Problema 4.16. Prova que              é divisível por     para qualquer que seja   
natural. 
Resolução: 
                                             
                                                          
   
             
                                                      
  
       
                
                                                                          
                                                  =        
   
       
                  
 
 
Problema 4.17. Mostra que qualquer número natural é congruente com o seu último 
algarismo módulo  10, módulo 2 e módulo 5. 
Resolução: 
Seja   natural. Podemos escrever  
       
         
               
Então 
          
         
                       
 
Isto é,              . 
 
 
Portanto, ao subtrairmos o último algarismo a   obtemos um número cujo algarismo das 
unidades é igual a zero e por isso divisível por   . 
Como       , verificamos que este número também é divisível por   e por    ou 
seja, 
                . 
 
 
Problema 4.18. É possível escrever um quadrado perfeito usando apenas os algarismos      
e  , cada um deles, exactamente dez vezes? 
Sugestão: utiliza congruências módulo  . 
Resolução: 
Seja   um quadrado perfeito  nas condições do enunciado.  
A soma dos algarismos de é igual a                             . 




Se     então      
Se     então      
Se     então         
Se     então           
Se     então            
Se     então            
Se     então            
Se     então            
Se     então            
 
Logo, não é possível que   seja um quadrado perfeito. 
 
 
Problema 4.19. Prova que o número             não é primo. 
Sugestão: mostra que o número é divisível por     
Resolução: 
                          
Como    é primo e         pelo pequeno teorema de Fermat temos que 
                  
Assim,  
                             
 
Portanto,                   e por isso             não é primo. 
 
 
Problema 4.20. Mostra que  
     
         
                                
Resolução: 
Portanto, o critério de divisibilidade por   diz: qualquer número natural é divisível por   
se e só se o número formado pelos seus dois últimos algarismos for divisível por  . Por 
exemplo, o número           é divisível de   porque    é divisível por  . 
 
 
Problema 4.21. O último algarismo do quadrado de um número natural    é igual a  . 







Começemos por observar que para todo  ,           é um número par, logo o seu 
último algarismo também é par; e que                  é um número ímpar, 
logo o seu último algarismo é ímpar. 
Como o último algarismo de    é igual a   então   é par. 
O quadrado de qualquer número par é divisível por  , pois     . Assim, pelo critério 
de divisibilidade por  , sabemos que os últimos dois algarismos de   é divisível por  . 
Existem as seguintes possibilidades para os dois últimos algarismos de  :   ,   ,   , 
  , 46,   ,   ,   ,    e   . Destas dez possibilidades, apenas   ,   ,   ,   , e    são 
múltiplos de  , e em todos os casos o algarismo das dezenas é ímpar. 
 
 
Problema 4.22. Determina todos os primos   tais que       tem exactamente seis 
divisores distintos (incluindo   e o próprio número).  
Resolução: 
Se    , pelo pequeno teorema de Fermat,             . Por isso          
          , isto é,          ). Analogamente, se    , pelo teorema de Euler, 
            , e por isso                   , isto é,          ).  
Assim, para       vem que          ). Como    tem seis divisores            e 
    e  
  
       , então       tem de ter mais do que seis divisores. 
Portanto, falta verificar os casos em que     e    . 
Se    , então         , que tem apenas quatro divisores        e      Se    , 
então         , que, de facto,  tem seis divisores             e    . Por isso, 
apenas     é solução do problema. 
 
 
Problema 4.23. Sabendo que     é um número com nove algarismos distintos, sem calcular 
o valor do número, determina qual dos dez algarismos está a faltar.  
Resolução: 
Vejamos que um número constituído pelos dez algarismos, de   a  , é um múltiplo de  , 
pois                                 . 
Logo, para sabermos qual o algarismo em falta, basta saber qual o resto da divisão de 
    por    
Pelo teorema de Euler, como   e   são coprimos e                 
 
 
    
então            . Logo,                           
Portanto, a soma dos algarismos do número     é menor do que    e tem resto igual a   
quando dividido por  , ou seja, é igual a        .  
Como        , o algarismo em falta é o  . 
Neste caso, é possível verificar que de facto              . 
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Problema 4.24. Seja   um número natural que não é divisível por   . Mostra que      
ou      é divisível por   . 
Resolução: 
Pelo pequeno teorema de Fermat, sabemos que               . 
Como                              , então um dos factores,      ou 
    , é divisível por   .    
 
 
Problema 4.25. Seja     um número primo. Mostra que o número      com     
algarismos iguais a    é divisível por    
Resolução: 
Como       
        
       temos que  
      
        
 




  e    são coprimos, pois     e       . Logo, pelo pequeno teorema de Fermat 
               . 
 
Portanto, em módulo   obtemos 
 
      
        
 
       
 
 
   
 
   
 
isto é,   divide o número       
        
  
 
Problema 4.26. Determina o último algarismo (alagrismo das unidades) dos números:  





           
 
Resolução: 
Em ambas as alíneas basta determinar o resto da divisão de cada um dos números por 
    
a) Podemos utilizar o teorema de Euler pois    é coprimo com  , com   e com   . 
             
     
         
           
Então,  




                           
                             
                                      
 
Portanto,                                          
 
b) Pela alínea a) vimos que        , logo interessa-nos saber qual o resto da divisão 





           
 por  .  
 
Como              e   é coprimo com  , temos que              e por isso 
              para todo   natural. Logo,                          . 





           






           
               
 
 
Problema 4.27. Determina os últimos três algarismos do número         
    
.  
Resolução: 
Neste caso é necessário determinar o resto da divisão de         
    
 por     . 
Temos que 
    
  
              
    
           
Como   e      são coprimos, podemos aplicar o teorema de Euler e por isso vamos 
calcular          
 
                 
     
         
                
 
 
       
 
 
      
 
Logo, é necessário calcular          ou       módulo    . 
Como           e       divide      , temos que                    , 
para algum   natural. 
Mas, 




Logo,                 . 
Novamente, utilizando o teorema de Euler, como            
 
 
    , temos 
                        
  
   
  
                         
Portanto,      e por isso                                       . 
 
Logo,  
        
    
      
    
                 
 
Ao escrever                     é possível aplicar o Binómio de Newton 
              
 
   
 
Como todos os termos múltiplos de    , com     são congruentes com zero, módulo 
    , temos 
              
 
          
 
                                 
 
 
Problema 4.28. Seja   um número primo. 
a) Mostra que se   é diferente de   então número        (  algarismos    não é divisível 
por  . 
b) Prova que se     então o número        (    algarismos    é divisível por  . 
Resolução: 
a)           
     
 
       
 
  
Pelo pequeno teorema de Fermat                (repara que     e por isso existe 
a possibilidade de   dividir      
Logo,                     , ou seja,           
     
 não é divisível por   pois 
          
     
 





         . 
 
b)           
       
 
         
 
 
Pelo pequeno teorema de Fermat                 pois    .  
Logo,                  , ou seja,          
       
 é divisível por   pois 
          
     
 









Problema 4.29. Seja   um número natural. Prova que   
 
   é divisível por 2, mas não é 




       
 
               logo      
 
   
 
 
   




            
                 logo      
 
  . 
 
 
Problema 4.30. Encontra   tal que           . 
Resolução: 
Vejamos primeiro que         . 
Assim, temos que 
          
  






    
 
      
 
       
 
      
 
      
 
     
                        
 
      
 
      
 
       
 
      
 
         
 
Pelo problema 4.29  verificamos que   
 
   é divisível por   mas não é divisível por   
para todo    . Logo, no produto    
 
      
 
      
 
       
 
    existem   
factores iguais a    
Como    
 
               , no total na factorização de         existem 
       factores iguais a     
















5. Colecção de problemas 
 
 
Segue-se um conjunto de problemas com o objectivo de desafiar o aluno, permitindo a 
aplicação dos conhecimentos adquiridos nos capítulos anteriores.  
As soluções ou sugestões de resolução destes problemas encontram-se no final do capítulo. 
 
 
Problema 5.1. O número     é divisível por  . Será verdade que   é divisível por  ? 
 
Problema 5.2. O número      é divisível por   ? Será também divisível por     ? 
 
Problema 5.3. Dados os números            e           encontra o         e 
o          
 
Problema 5.4. Determina               . 
 
Problema 5.5. Quantos zeros há no final da representação decimal do número      ? 
 
Problema 5.6. Indica todos os números naturais que são solução da equação         . 
Sugestão:                 . 
 
Problema 5.7. Encontra   o maior divisor do número            tal que           
 
Problema 5.8. Sem utilizar congruências, mostra que      não é divisível por  , para 
todo o    
 
Problema 5.9. Sem utilizar congruências, qual o resto da divisão de      por  . 
 
Problema 5.10. Sejam    e    dois números naturais de dois algarismos. Prova que a soma 
destes dois números é um número composto. 
 
Problema 5.11. (Euler,     ) Divide     em duas parcelas, sendo a primeira múltipla de 
   e a outra múltipla de  . 
 
Problema 5.12. Qual o último algarismo do número       ? 
 
Problema 5.13. Qual o resto da divisão de       por  . 
 
Problema 5.14. Prova que                   divisível por  . 
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Problema 5.15. Determina todos os naturais   tais que o número       
     
 não é um 
quadrado perfeito..   
 
Problema 5.16. Seja   um número de cinco algarismos distintos, todos pares. Pode   ser 
um quadrado perfeito? 
 
Problema 5.17. O número         
    
 é um quadrado perfeito? 
 
Problema 5.18. Descobre o resto da divisão de      por   .   
 
Problema 5.19. Sejam  ,  ,  ,   algarismos distintos. Prova que o número representado por 
         não é divisível por     . 
 
Problema 5.20. A soma de dois números algarismos   e   é divisível por  . Mostra que o 
número representado por     também é divisível por  . 
 
Problema 5.21. Seja   um número inteiro maior do que  . Prova que            não 
























Problema 5.1. Não. Encontra um contra-exemplo. 
 
Problema 5.2. A resposta às duas perguntas é não. Factoriza os números    e     . 
 
Problema 5.3.                   e             . 
 
Problema 5.4.                . 
 
Problema 5.5. Repara que se um número tem   zeros no final da sua representação 
decimal, então é divisível por      O número      termina com    zeros. 
 
Problema 5.6.      e     . 
 
Problema 5.7. Observa que                            e escreve        
como o produto de dois polinómios de grau menor. 
 
Problema 5.8. Analisa os restos da divisão de   por    
 
Problema 5.9. Começa por determinar os restos das divisões de    por   para os primeiros 
valores de    . O resto é igual a  . 
 
Problema 5.10. Mostra que       é múltiplo de   . 
 
Problema 5.11. Resolve a equação diofantina           . 
 
Problema 5.12. O último algarismo é igual a  . 
 
Problema 5.13. O é igual a 6. 
 
Problema 5.14. Mostra que                  é congruente com zero, módulo    
 
Problema 5.15. O número dado é um quadrado perfeito apenas para      Mostra que 
      
     





Problema 5.16. Mostra que              
 
Problema 5.17. Não. Mostra que              
 
Problema 5.18. Utiliza o pequeno teorema de Fermat. O resto é igual a 7. 
 
Problema 5.19. Utilizando o critério de divisibilidade por 11, mostra que  número      é 
divisível por    e o número          não é. 
 
Problema 5.20.                     
 
Problema 5.21. Visto que                      , então não pode ser quadrado 
perfeito, nem potência perfeita de expoente par. Para potências de expoente ímpar, verifica 
diretamente para     e depois mostra que para     o número            não é 
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